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NOTE 



SUR UN PROBLÊME D'ANALYSE INDÉTERMINÉE 



i'KimUMt: - Trouver plusieurs cubes entiers, consécutifs , dont la somme soit 
un carre ('). 

I. 

A cause de la relation 

r+ r+ 3'+ . . + n*= I - J . 

on h 

.r*+ (x - i) 3 + . ♦ 4 + {x+j - l) 3 ^- (8JT * j - 1) [«.r 3 *- - i)x + iy{y - i)] ; 

«m, en représentant par s la somme des y cubes, et en posant 

2JC *y —i=z (l) : 

l&f = ljrz[y+ (2). 

D'après l'égalité (i) , j et z sont de parités diffe'rentes. Par suite , tjz et 
y c a - i sont divisibles par 4. Donc * sera un carre' si le second membre de 
l'équation (2) est un narré. 
Soîeri l 

*jz - * . r I+ = f> > .r + s = "* . = - y - p » * ** W î 

nous allions 

«0 - Mf* , «-(5+1- i*, p> - a - « = (4). 

\insi, la question se réduit a trouver deuw multiples de 4, at, (3, te/s <7«<' 
m + J3 <r i , (3-a-i soient des carrés. 



O Cette question m'a été suggérée Par la lecture d'un beau Mémoire de M. Angelo Genocdii 
i:\ute <ur quelque* tummalion* de cuba). Bien que ce savant Géomètre y «tonne les solutions ratmn 

ntltrt rte I équation geurraU 

» + \x + rP + (j- + 2r>« + . . . + (j; + nr — r)- = y 3 , 
il m'a semblé intéressant île chercher les solutions ( '.(«•>>• de l'équation particuti>>< 

r 5 + (x + lt» + . . . + (* + n - l* s - V 



_ 4 _ 
II. 

L'élimination de ji, entre In première et la troisième n'es équations (4), conduit a 

Mf 1 - (|*'- i)'= (2a - a - 1)' (S). 

Les solutions entières de cette équation sont données par les deux systèmes <ir 
formules : 

J« + fX*— I as «%• V 1 , ft 1 — 1 = U*— V* , M = Uf (6) , 

2a - u - I - «V V' , fi - I - SMt' , M - I»* (6') J 

d'où L'on lire, soit 

«~t»", p-lt* (7). 

»OH 

u <«-t<) s , ^-(1*+^ (7). 
Ainsi a, fi, om /rar.v doubles, sont des carres. 

III. 

Les équations (7) équivalent a 
Soit y - *- z , '- étant irréductible. On déduit de la 

r -pi ' »-w (»)» 

y étant un nombre entier. De plus, > et z étant de parités différentes, il eu 
est de même pour p et «7 ; en outre, y e*/ impair. Knfin, a cause de %yz ■= »»*, 
tpq est un carré; ce pui prouve «pic, des deux nombre p , tj , /'«« e.vr ft/i 
carré, et l'autre, le double d'un carré. 

Au moyen des valeurs (»), la seconde équation ls) devient 

^"+^V-»"* (•»)• 

Dans chaque cas particulier, l'équation (io) fera connaître les valeurs de y et 
de m. <>n aura ensuite 



y=py. , ^-!—LL'-~ , , ^ 7 (il), 

IV. 

Si l'on répète, sur les formules (-'), des calculs analogies aux précédents, on 
trouve 
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\yz - \u - \>f , z- I) - (a + i')'= *»" (s 1 ) , 

r=/>y, s = 7y (9), 

celte l'ois, ef y «jm/ rfpjr carres, l'un pair, l'autre impair (•). 

V. Applications. 

i" /j =«, <y = ». L*equatioii (10) devient 

145 y*- «'= i . 

Elle est vérifiée par •/ - l, u = 12; d'où .r - t. Kn laissant de côté cette solution 
connue, on en trouve une infinité au moyen de la relation 

u + yi/Ï45- <* 2 * v/ïw»"*'- 

Par exemple, n = ! donne 

u = 6 94S , y = 577 ; 

puis 

r - 4 610 , X « 289 , i - (3. 577. 894$)*. 

Ainsi 

289*+ 290 3 * . . . -r- 4 904*^(3. 577. 6 948)'. 

•i". p = 2, <7 = 2.-.. L'équation (10) est 

629 y*- «*= 1. 
Les valeurs les plus simples sont 

•/ = 313 , « = 7 850 (••); 

d'où 

Y «■ 626 , r - 3 600 , S - (5. 313. 1 925)". 

On a donc 

3 600-'- 3 8W 3 + ... - 4 22.V*= (5. 313 . 3 925) 1 

3? Si, dans la relation 

U * y^M» = (7 850 - 313^629)"-', 
on suppose « = i, on trouve : 

U - 7 850 * f- 3. 7 850. 313 2 . 029 - 7 850(7 850*+3. 3!3\ 629), 
y - 3. 7 850\ 313 - 313 3 . 029 - 313(3. 7 85o'+ 313*. 029). 



|*) Il ne m'a pas été possible de trouver une solution de l'équation (10'). Pourrait-on démontrer 
qu'elle n'en admet aurune ? 

{") La tahlc X de Lcfçcndre (Thtarie des Sombra, tome II renferme une faute typographique: 
au lien de 1830. on doit lire 7 850. 
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Or : 

7 850 = 01 022 500, 313*- 97 969 , 3. 313 J . 629 - 184 867 503 , 313*. 629 « 6» «22 SOI ; 

donc 

H = 7 850(01 622 500 + 184 867 503) = 7 850 . 246 490 003 

^ I 934 946 523 550 , 
y = 313(184 867 500 + fil «22 50l) = 313. 246 490 OUI 

« 77 151 370 313. 

Si ces valeurs sont exactes, on doit avoir 

629-77 151 370 31 3*- 1 934 046 523 550* <=1. 

En effet : 

77 151 370 313* = 5 952 331 041 173 657 717 969 , 
629. 77 151 370 313'= 3 744 018 048 998 230 704 C02 501 , 
1 934 946 523 550* = 3 744 018 048 998 230 704 60Ï 500 ; 

Cf. 

Des valeurs précédentes de y et de u, on tire 

23y + l 

y = Sy = i $4 302 740 626 , X •= — ^ = 887 240 758 600 , 

X +J-* — i 041 543 499 2Î5 , 

J=^J=(96T 473 261 775 . 77 151 370 313)'. 

Ainsi 

887 140 758 600 5 + 887 240 758 001 3 + ... f 1 041 543 499 225 1 
(967 473 261 775. 77 151 370 313)*. 

Lic'gc, 21 Octobre 1866. 



i 
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RECTIFICATION ET ADDITION 



A LA 

« NOTE SUR UN PROBLÈME D'ANALYSE INDÉTERMINÉE s 

publiée «Uns les Alti dtW Accademia l'ontifieia dt' Nuovi Lineti. 
Tome XX. — Année XX; Séance l 4 " du 2 Décembre 1860. 

Pau M. EUGÈNE CATALAN. 



(Extrait des Aili dtlV Accademia Pontificia de'Xuoti Lineti, 
Tome XX. — Année XX: Séance 3* du 3 février 1887) 



M. Lebesguc m'a fait observer que les formules (s) et (c) ne sont pas assez 
générales : en les écrivant, j'ai suppose', tacitement, les valeurs de t, i et 
a« + ft'- i , premières entre elles deux a deux. Le même manque de généralité' 
se remarque sur les formules (n) et (il r ). Néanmoins, les résultats indiqués dans 
le Paragraphe V sont exacts, comme tous ceux que l'on déduirait des formules 
citées. 

En cherchant a corriger la faute dont je viens de parler, je me suis aperçu 
que le Problème en question se ramène trot* simplement à la résolution, en nom- 
bres entiers, d'une équation de la forme 

Cette nouvelle solution du Problème est l'objet de la présente Nutc. 

I. 

Reprenons les équations 

2.r - y - i ~ z («) , 2j z - x {b) , y** 2 1 - l - 6 (c) , 

d#-Ml» (d) , s=e (fi). 

D'après (a) , y et i sont de parités différentes^ donc ». $ sont des multiples 
de 4. Soient 

« - AOu' , j5 = 4</V ; 
0 , (j ue contenant aucun facteur carré; autrement dit : 
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0 - abcde . . . , 6 = a'b'c'dé . . . , 

a, b, c, d, e, ... , d'une part, et a, b', c, <f, e, ... , del'autrc, étant des facteurs 
premiers inégaux. A cause «le l'équation (d), 9<f doit être un carre; donc 

a = a , b = b , c'=> c , .... , 

ou 

6'= B ; 

et, par conséquent , 

« - «Oa 1 , fi = 4*»' (/)• 

Soient 

p, q étant deux nombres donnés, l'un pair, l'autre impair, premiers entre eux. 
Les équations [b), (c) deviennent, à cause des valeurs if) : 

Éliminant 0, on trouve 



(p*+ qV- y*? -, ; 
doue m est divisible par y : 

u m yu (/) ; 

et la relation (h) devient 

pq m s9« 1 (A). 
II. 

Dans chaque cas particulier, on décomposera donc ^ en deux facteurs «'*, 6, 
dont l'un soit un carré, l'autre n'admettant aucun facteur carré; après quoi l'on 
cherchera les solutions entières de l'équation 

ip*+ vY- = 1 f^- 
Si elle en admet, ou emploiera les formule* 



i ' i 

s m {uvByf 

III. APPLICATIONS. 

l* p=z, 9 = 4. L'éqpation (A) donne 

0=6, «- l ; 

i sorte que (B) devient: 



(C) 
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(5 7 )'- 6<*f- t . (1) 

La solution la plus simple est 

y - 1 , v - I } 

d'où l'on déduit, par exemple, 

-/ - «7 , v = 9»; 

puis 

X = 49 , X -r J - I ■ 339 , f = (6.97.99)\ 

Conséquemmcnt 

49*+ 50*+ 5i'+ . . . ^ 339 = (6.07.99)' ; 

Ce qui est exact. 

2? p = 5, q = 8. On trouve 0=5, ï, puis 

89 y S - 5(2l') 2 = 1 . (î) 

Le développement de y/~ = ^ ^ « en fraction continue donne, comme 

fractions complètes : 

R R+ so R+ 16 R ■»■ s R +15 R+ 18 Rf is 

7' "T" ' II ÏT' ~* ~ — iT' 

R + 5 R+ 16 R+ 20 R+ 20 16 

21 9 5 ' 9 ' 21 ' ' 

Par conséquent (*), l'équation (2) n'admet aucune solution entière. 
3? p = 5, =«. On a «- i, 0 = 30; donc 

(I3y) 3 - 120 v'= 1 . (3) 

Cette équation est vérifiée par 

137 = H, v = i; 

mais, comme la valeur de 7 est fractionnaire, on doit recourir à la relation 

(il + y/ïïô)*= 137 + f^ïiô , 
en disposant convenablement de n. Après quelques essais, l'on trouve que n=9 
donne 

7- 45 575 339 447 , V - 54 085 723 209. 

On conclut, de ces valeurs : 

169 7'= 351 031 854 604 867 350 921 721, 

120 ^=351 031 854 604 867 350 921 720, 

X = 159 513 698 065 , 

X +7 - 1 = 387 390 395 299 , 

S = (30 . 45 575 339 447 . 54 085 723 209)*. 

Liège, 30 janvier 1867. 



(') ThëoTit de* Sombrtt, tome I, p. 108. 
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